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Subiect la Matematică

Subiectul 1 Pentru t ∈ R considerăm matricele

A(t) =

(
1− cos t − sin t
− sin t 1 + cos t

)
, B(t) =

(
1 + cos t sin t

sin t 1− cos t

)
.

i) Calculaţi A(t)B(t), B(t)A(t) şi determinaţi mulţimea M = {t ∈ R : A(t) este inversabilă };

ii) Calculaţi det
(
A(t)3 + B(t)3

)
;

iii) Arătaţi că există şi determinaţi r ∈ R astel ı̂ncât A(t)2022 = r2021A(t) şi B(t)2022 = r2021B(t)
pentru orice t ∈ R.

Subiectul 2 Pe mulţimea numerelor reale definim legea de compoziţie asociativă

x ? y = xy − 5x− 5y + 30, x, y ∈ R.

i) Calculaţi 2022 ? 5;

ii) Arătaţi că mulţimea M = [5,+∞) este parte stabilă a lui R faţă de legea ”?”;

iii) Rezolvaţi ı̂n R ecuaţia x ? x ? . . . ? x︸ ︷︷ ︸
2022 ori

= 6.

Subiectul 3 Fie funcţia f : R→ R, f(x) = ex − e · x.

i) Calculaţi lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
;

ii) Determinaţi imaginea funcţiei f ;

iii) Arătaţi că ex
2−1 + ex−1 ≥ x2 + x, pentru orice x ∈ R.

Subiectul 4 Pentru n ∈ N notăm In =

1∫
0

xn

4x2 + 1
dx.

i) Calculaţi I0 şi I1;

ii) Să se arate că 4In+2 + In =
1

n + 1
.

iii) Studiaţi convergenţa şirului (nIn)n≥0 şi calculaţi limita acestuia.

Notă: Toate subiectele sunt obligatorii şi se notează cu note cuprinse ı̂ntre 1 şi 10.

Timp de lucru: 3 ore.


